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Einleitung. 

V, Schlegel weist (Schlöhmilch, Zeitschr. f. Mathem. u. 
Physik 1878.) nach, dass das von Schwering!) (dies. Zeitschr, 
XXI. pag. 273 — 286) angegebene Liniencoordinatensystem ?) dem 
cartesischen Punktcoordinatensystem reziprok ist. Dasselbe gilt 
auch von dem dem Schwering’schen Liniencoordinatensystem 
(für die Ebene) entsprechenden Ebenencoordinatensystem (für den 
Raum), dessen Betrachtung den Gegenstand der folgenden Arbeit 
bilden soll. Dasselbe entsteht aus einem Tetraöder, wenn man 
einen Eckpunkt desselben ins Unendliche rücken lässt. Es besteht 
also aus einem (der Einfachheit wegen gleichseitigen) Dreieck, in 
dessen Ecken drei auf der Ebene des Dreiecks senkrechte Linien, 
die «, v, w Axen, errichtet sind. Die Lage einer Ebene wird be- 
stimmt durch die Abschnitte auf den Axen, welche von den Eck- 
punkten des Dreiecks Z, Y, X aus nach oben positiv, nach unten 
negativ gezählt werden. Und zwar sollen die « von Z, die v von 
Y, die w von A aus gerechnet werden. 


Cart. Punkteoordinatensystem Dasdem Schwering’schen Linien- 
für den Raum. coordinatensystem für die Ebene 
entspr. Ebenencoordinatensystem 
für den Raum. 
Punkt und Ebene entsprechen sich in beiden Systemen voll- 
kommen. 


I) Theorie und Anwendung der Liniencoord. von Dr, Karl Schwering, 
Leipzig, 6. B. Teubner. 1884, 

?) Ein ähnl. System behandelt d’Ocagne. 

Nouvelles Annales de Math. 3ieme serie Tome III. 1834. p. 410, 456, 516, (545). 
P 5 1V2188550- 110; 


D) ” ” grau 


1) Das System besteht aus 3 
Ebenen (xy, y2, 2%), die durch 
einen Punkt O gehen. 

9) Drei auf den Axen liegende 
Punkte (die unendlich fernen 
Punkte) liegen auf der unendlich 
fernen Ebene. 

3) Um die Coordinaten eines 
Punktes P zu finden, verbindet 
man diesen Punkt mit den 3 
unendlich fernen Punkten auf den 
Axen, d. h. man legt durch P 
parallele Ebenen zu den Coor- 
dinatenebenen. 


lc) Das System besteht aus 
3 Punkten (X, Y, Z), welche in 
einer Ebene O liegen. 

%c) Drei durch die Anfangs- 
punkte X, Y, Z gehende Ebenen 


‚schneiden sich in dem unendlich 


fernen Punkte. 

3c«) Um die Coordinaten einer 
Ebene zu finden, bestimmt man 
die Schnittpunkte dieser Ebene 
mit den 3 parallelen Axen. 


Diese Reziprozität der Ausdehnungsgebilde (Punkt und Ebene) 
wird vervollständigt durch diejenige der Zahlengrössen (Entfer- 


nungen). 


4) Die Coordinaten des Punktes 
P dh. die Abstände der durch 
diesen Punkt P zu den Üoor- 
dinatenebenen parallel gelegten 
Ebenen von den Üoordinaten- 
ebenen. 

5) Der Abstand der unendl. 
fernen Punkte auf den Axen, 
d. h. der Winkel der Ebenen 
X, 22, YB. 


Es entsprechen sich nämlich: 


4.«) Die Coordinaten der Ebene, 
d. h. die Abstände der Schnitt- 
punkte der Ebene mit den paral- 
lelen Axen von den Anfangspunk- 
ten X, 1, 


5 «) Die gegenseitigen Abstände 
der u, v, w Axen, d. h. der Punkte 
Kurz 


Später werden wir auf diese Reziprozität der beiden Systeme 


noch genauer eingehen. 


Jede Ebene im Raum hat also 3 bestimmte Coordinaten. Dies 


ist unzweifelhaft für jede Ebene, welche die Axen schneidet. 


Für 


die zu den Axen parallelen Ebenen ist eine besondere Betrachtung 
notwendig. Wir unterscheiden einige besondere Fälle: 


1. Fall: (Fig. 1.) Eine Ebene gehe durch ein Lot EH in der 


Ebene ZYX im beliebigen Punkte E auf ZX errichtet. 


Dann sind 


ZF=u; XD=w; YG=v die Coordinaten dieser Ebene. Ist 
ferner EZ=c, EX—b, HX=d, HY=/, so verhält sich; 
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urwzzan.di 

WEUNEF Lim: 
 Nähert sich nun die Ebene der zu den Axen parallelen Lage, 
so wachsen ihre Coordinaten unbegrenzt, aber ihr Verhältnis ist 
ein fest bestimmtes; das der Abstände ihrer Schnittpunkte mit den 
Seiten des Fundamentaldreiecks von den Eckpunkten desselben. 

Wird (während die Ebene den Axen parallel ist) ce: = — 1, 
so wird v:w=-0 und wir erhalten eine Ebene, welche durch die 
v Axe geht | ZX und parallel zu der « und ww Axe, eine Höhen- 
ebene des prismatischen Raumes. Die 3 möglichen Ebenen dieser 
Art würden sich in der Höhenlinie des prismatischen Raumes schnei- 
den (auch im allgemeineren Fall eines ungleichseitigen Dreiecks). 
Hier-speciell fällt die Höhenlinie zusammen mit der Schwerpunkts- 
linie des prismatischen Raumes und der Mittelpunktslinie der ein- 
beschriebenen Kugeln. 

Ist das Verhältnis e:5=0, so geht die Ebene durch die « 
Axe 1 ZX und parallel zur v und w Axe. Ist das Verhältnis 
c:b=%, so geht die Ebene durch die ww Axe | ZX und parallel 
zur u und v Axe. 


2. Fall: (Fig. 2.) Die Linie #H sei jetzt parallel zu ZY. 
Es verhält sich dann: 


wswszearn: weg: 


Nähert sich die Ebene jetzt wieder der zu den Axen parallelen 
Lage, so wachsen die Coordinaten unbegrenzt, ihr Verhältnis bleibt 
aber dasselbe; das der Abstände von E von X und Z. Ist (bei 
paralleler Lage der Ebene zu den Axen) e:5=— 1, so geht die 
Ebene durch die Mitten der Linien ZX und YX parallel zur w Axe 
und %v Ebene. Ist c:5=0, so erhalten wir die durch die Axen 
vw und v gehende Ebene. 

Ist e:5b= x, so geht die Ebene durch die w Axe parallel 
zur uv Ebene. 


3. Fall: (Fig. 3.) Ganz allgemein. Die Ebene gehe durch 
eine ganz beliebige Gerade #E HJ. Es verhält sich dann: 


cd 
bf 


ER EN) ae 


v:w=f:d, 
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Nähert sich eine solche Ebene der zu den Axen parallelen | 
Lage, so wachsen wiederum ihre Coordinaten unbegrenzt, ihre Ver- 
hältnisse bleiben aber dieselben. Die Ebene ist bestimmt durch die 
Verhältnisse der Abstände der Punkte Z, H und J von X und Z, 
resp. X und Y, Y und Z. 


Winkel einer beliebigen Ebene mit der Ebene X YZ. 
(Fig. 4.) 
Die Ebene F@D (u, v, w) schneide die Ebene XYZ in 
der Geraden HE. Die von X auf HE gefällte Senkrechte treffe 
in M, so ist DMX=9 der Neigungswinkel der beiden Ebenen. 


yp= Er da < MXD=R, ferner: 


VWENHERH: a en yaıaz 
N XH v—W 
uw=ZE:XE; Eu) Xu ) 
w Xu Bra 


Nach dem Cosinussatze ist nun: 
HE—XE-XxH’12XE.XD.cos 60° 


ee) 


HE = RW + LE) 


TERN 1 1 
BEZ pt gt 


Nun ist ferner: 


HE.xM—XH.XE.sin60° —XH.HE. 33 
Folglich: 


xm_XH-XEV3 _ a.w.\ 3 
2HE 2VYw— u? + W—-w) + (w—u)w —w) 
DAY. OR 
er MER 


Vu +v? + wW — ur —u.w— vw 


aV3 


Ip — 
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Der Wert von p ist zweideutig, weil es zwei symetrisch zur 
XYZ Ebene liegende Ebenen gibt, die mit ihr denselben Winkel 
einschliessen (a ist die Seite des Fundamentaldreiecks). 


Winkel zweier Ebenen. 

Die Ebene Ao Bo Cd (Wvowo) bilde mit der Ebene XYZ den 
Winkel go; die Ebene Aı Bı Gı (u vı wı) bilde mit der Ebene XYZ 
den Winkel yı, so ist, wie aus Figur 5 ersichtlich, der Winkel der 
beiden Ebenen w = gı — go, also 


_ ga —iggeo 
IT ig -igg0 . 


Nun ist aber 


2 Vo? vo + wo? — u vo — Wow — vo wo 
igp — — A 
av 3 


Ma 2 Yu? vr? tw? —u v1 — U wı — vı wı 
"lu avV3 


Setzt man diese Werte für tggo und tgyı in Gleichung (1) 
ein, so erhält man: 


_ 2aV\3 {U — Un} 


— » wobei 
. 3924 U1.Uo 


U = Vu?+ vi? + wi? — u — u wı —vı wi 


U) = V u? + v0? + 0? — w vo — Wo wo — vo wo 
Sollen die beiden Ebenen parallel sein, so muss: 
uw? + v1? + wi? — u vı — u wı —vı wı = 
— 40? + v0? + wo? — Uo v0 — Uo wo — vo Wo 


sein. Sollen die beiden Ebenen aufeinander senkrecht stehen, so 
muss w — 90° werden, der Nenner des obigen Ausdrucks für tgw 
muss also —= (0 werden. 
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N but u vı —- Wu wı —v wi 


tert won un] =0at, 
ist also die Bedingung dafür, dass zwei Ebenen mit den Coordi- 
naten (uovowo) und (wı vı wı) aufeinander senkrecht stehen. 


Gleichung eines Punktes. 


Einen Punkt P denken wir uns festgelegt durch 3 sich schnei- 
dende Ebenen. Die erste gehe durch die Punkte Z und X und 
schneide die v Axe im Punkte Bı (YBı = ß), die zweite gehe durch 
X und Y und schneide die  Axe im Punkte Aı (ZAı =e), die 
dritte gehe durch Y und Z und schneide die w Axe im Punkte Ci 
(XG =y). Durch den Punkt P denken wir uns jetzt noch eine 
bewegliche Ebene ABC (w, v, w) gelegt. Wir erhalten nun die 
Gleichung des Punktes P als Beziehung zwischen den Coordinaten 
(4, v, w) der beweglichen durch P gehenden Ebene und den Con- 
stanten «a, ß, y. 

Fig. 6 zeigt die Schnittlinien der besprochenen Ebenen in der 
uw Ebene. Es ist: Zı=e; ZA=u; XQ =y; XC=w. Legt 
man durch die v Axe und den Punkt P eine Ebene, so schneidet 
diese Ebene die «w Ebene in der Linie 0’O . Es ist nun: (00° 
— 5 gesetzt.) 


(e—u—5):—-(w+$)=0,2:0,X 
(e—u—8):(w+5)=0, Z:X0, 


(e—u+w):(e—u—8)=4a:0,Z (1) 
Ur AGOT GE AOGG 
u+5_ ERDE ZB AN IOZEE 

e Al AGE 40 = 36: AO—= — : 


u:(w—y) = AG:CG; u (y—w) = AG:@C 
u ymmı A A 

u ea, mung 
AO. 0, ZW Yu) a 5 
AG 0 BT 
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fer) _, @) 
(2) in (1) eingesetzt ergibt: 0 Z= af (3) 
Belle DATE rn (4) 
(a— 0,2):a= 00:0; 0,0 = 

a Ma (5) 


DM 
Aus Figur 7 folgt nun: | 
Bes 0082 SER 
ID EN IN 
BBRHYBoz-0.0700 


se ay—aw—yu 


ey a+y 
hieraus folgt 
U v w 
TE NEE BEE 
alla Y 


als Gleichung des Punktes P. 


Wir erhalten also als Gleichung eines Punktes eine Gleichung 
1. Grades. Umgekehrt stellt jede Gleichung in u, v, w vom ersten 
Grade einen Punkt dar. Au+ Bv+(lw+D=0 oder: 


RN 
ASNR 8 
Es ist also: 
Bela EDN, „2 .Di 
een A gn 


Nach dem Vorhergehenden ist: 


0 ö ay 

ORZE> R 0 X — ——; 

“u a+y u a—+y 
0, ERBE C 
DR VT 

( Ye % y i j 
MR. yo 
MILIT. NS C. | (Fie. 8.) 

N Ve ap ; IN DR nz 

ne 
EL LT: 
NZ’, ner RB 


Multipliziert man die 3 Gleichungen A miteinander, so erhält 
man die in dem Satze des Ceva ausgedrückte Relation. Nennt 
man die dem Punkte 0° in den anderen Coordinatenebenen ent- 
D 


sprechenden Punkte M’ und N’, so ist 0,0’ = ag MM= 
aD 4 D | BR 
ae, N N ee; Soll der Punkt in der Ebene 


XYZ liegen, so mus 0 = MM =N N —0:san da 75 
muss D — 0 sein. Seine Gleichung lautet also: Au + Bv-+ 
CV: 
Sollder Punkt im Unendlichen liegen, so folgt aus 
(Fig. 9): 
M X:M Y=ZX:ZO, oder 
B B 


= 2X:20,,; u 2%: 0, 
BYE TINO ZI ONE Re 
On NoZ RO 


folglich: B+C0=— A oder A+ B+ C=0 ist die Bedingung 
dafür, dass der Punkt im Unendlichen liegt. 


Setzt man: A=0.; B=0.5; C=(, so erhält man: 
) 1 
+B+0= 024744 er, 
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Al: 
P 
Liegt der Punkt auf der « Axe, so muss sein zufolge der Glei- 
chungen h:C=0; B=0, 
Die Gl. eines Punktes der u Axe lautet also: Au D=0 analog. 
BER 3 a a „ Bv+D=0 
Be £ le y „Cw+D=0 


—— u + 0 ist also dieselbe Bedingung in «, ß, y. 


Koordinaten der Ebene: ZXBı :uv=0; w=0;v = — 


D) h) N) XYAı:w=0; v— 0; u=— 


AS Blu lb 


„ „ D) YZzO = (0) a (3 WW — 


Für den unendlich fernen Punkt in der Richtung der Axen 
4, v, w muss gleichzeitig A=0, B=0, C=0 sein; seine Glei- 
chung wird also sein: 0.0 +0.0+0.%w-+ D=0. Haben A und 
C; A und B also auch B und C gleiches Zeichen, so liegt der 
Punkt innerhalb des von den 3 Coordinatenebenen eingeschlossenen 
prism. Raumes, haben zwei von diesen Grössen entgegengesetztes 
Zeichen, so liegt er ausserhalb. 


Sind 3 Punkte durch ihre Gleichungen: 
Au+Bıev+Gw+D=0 | 
Au+BvQGbw+-D=0 (1) 
Au+Bv+(OGw+ D —=0 

gegeben, so kann man durch Auflösung dieser Gleichungen nach 
%, v, w die Coordinaten der Ebene bestimmen, welche diesen 3 
Punkten gemeinsam ist, d. h. welche durch diese 3 Punkte geht. 

Soll ein 4. Punkt mit den Punkten (1) in einer Ebene liegen, 
so muss die Gleichung dieses Punktes von selbst erfüllt sein, wenn 
die Gleichungen (1) erfüllt sind. Daher muss, wenn die Gleichung 
des 4. Punktes (2) AAu + BBv+ Gw-+ Dı=0 lauten soll, bei 
geeigneter Wahl der Coeffizienten A, u, v die identische Gleichung 
erfüllt werden können: 


Aw + Bv + Gw+ Dr =4(Aım + Bv+ Gw + Di)+ u(Au + 
 Bav + Ow + Da) + v(Asu+ Bv+ OGw+D:) (3) 
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Man muss also haben: 


Ar —=4 Aı +u Aa-+v As 
B=4AB+uB+vBs 
G—=-AG+uG-+rv 6 (4) 
Di=4ADı +uD-+vDs 

Dies sind aber 4 Gleichungen mit 3 Unbekannten. Die Be- 


dingung dafür, dass es ein System von Werten gibt, welches diese 
4 Gleichungen befriedigt, ist: 


Aı Aı Aa As 

Da. Diana Da 
re 5) 
DI.De\D°77% 


Dies ist also die Bedingung dafür, dass die 4 Punkte: 


L= A u+ Bv+Gw+4+D=0 
M=Auv+DBv+Gw+4D=0 
N=4A u+ Bv+6Gw-+ D —0 (6) 
Q= Aıu+ Bv+CGw+D=0 


in einer Ebene liegen. 

Stellt man die linken Seiten der Gleichungen (6) durch die 
Symbole Z, M, N, @ dar, so kann man die Bedingungen (5) auch 
folgendermassen formulieren: 

Wenn die 4 Punkte Z=0; M=0; N=0; Q=0in einer 
Ebene liegen, so können die Coeffizienten A, u, » derartig bestimmt 
werden, dass die identische Gleichung: Q=4L+uM-+vN be- 
steht. Die Umkehrung ist zulässig, wie sich aus dem oben Ge- 
sagten ergiebt. Denn wenn für (%a, va, wa) zugleich Z, M und N 
verschwinden, so verschwindet auch Q; also gehört die Ebene 
(%a, va, wa) auch dem Punkte Q = 0 an. 

Man kann hier nun dieselben Anwendungen der vorhergehen- 
den Sätze machen wie bei gewöhnlichen Ebenencoordinaten. ee 
analyt. Geom. d. Raumes. $. 14 etc. 


Schnittpunkt dreier Ebenen. 
Drei Ebenen sind durch ihre Coordinaten (u, v1, wı); (Ua, va, 
wa); (us, vs, ws) gegeben. Es soll die Gleichung ihres Schnitt- 
punktes gefunden werden. Dieselbe sei: Au+ Bot Cw+D=0, 
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so müssen die Coordinaten der drei gegebenen Ebenen dieser Glei- 
chung genügen. Es müssen also folgende Gleichungen bestehen: 


RR AREA SO“. 
Au +Bv +0w +D=0 oder: pp" +7% +5pw +1=0 


Au + Bu+0wm+D=0 „ Su+zutSwmti=o 
Aw+Bn+0(wm+D=0 „ ut gut Imtı=o 


Aw+Bv+Cw+D=0 „ ut zut+ Swt1=0 


Dies sind aber 4 Gleichungen mit 3 Unbekannten und wenn 
diese zusammen bestehen sollen, so muss die Determinante der 
Coeffizienten —= 0 sein, also ist: 


BER Pre Ran | 

Ü v7 wı 1 N) 
Una ua abe, Lu, 
Us vs 0a vl 


die Gleichung des Schnittpunktes der 3 Ebenen. Aus dieser Glei- 
chung folgt als Bedingung dafür, dass 4 Ebenen durch einen Punkt 
gehen: 
u td Wwı 
uU va w2 
U U wa 
YU vr Wa 


bh u je ch 


Coordinaten einer Ebene, welche zu einer gegebenen 
- parallel ist und durch einen gegebenen Punkt geht. 
Der gegebene Punkt habe die Gleichung: Au-+ Bv+Cw 
—+ D=0. Die gegebene Ebene habe die Coordinaten (Wo, vo, wo). 
Da zwei Ebenen mit den Coordinaten (Wo, vo, wo) und (wo + d, 
vo + d, wo + d) notwendig parallel sind, so muss sein: 


Aw -+d)+Buo ++ Cw+d-+D=0, also: 


Aw+Bw+Cw-+D 


te ARkBio 
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Mithin sind die Coordinaten der gesuchten Ebene : 
a ke O)wr DW 00 


RER 
 (4A+O)w— Aw— Cwo — D 

ae ATBICc 0 
 (4A+B)w — Aw — Bw—D 

Be ee 


Mittelpunkt der Verbindungslinie zweier Punkte. 

Zwei Punkte mit den Gleichungen: 
Au+Bvr+w+D=0; Au+Bv+Cw+4+D=0 () 
sind gegeben. Man bestimme die Gleichung des Mittelpunktes ihrer 
Verbindungslinie. 

Man kann den Gleichungen aller im Endlichen gelegenen Punkte 
eine solche Form geben, dass 

A+B+0=1 ist. 


Diese Form soll die „Normalform der Punktgleichung* 
heissen. Besitzt die Gleichung: Au+Bv+Cw+D=0 die 
Normalform nicht, so bringt man dieselbe auf die Normalform 


durch Multiplikation mit ALBrLO die Gleichung: 
Au+Bv+Cw+ Daun 
A+B+C g& 


hat also dann die Normalform. 


Nehmen wir an die Gleichungen (1) seien in der Normalform 
gegeben. Legen wir nun zu der willkürlichen Ebene (u, v, w) die 
parallelen Ebenen durch die beiden gegebenen Punkte, so sind die 
Coordinaten derselben nach Obigem: 


m—=B (m)+C mw) —D; vu=A(w—u)+C (w—w)—D ; 
wı—=4A (w—u)+B (w—_)— D 

us — Bı (u—v) + G (u-w)— Di; a = Akd—u)+Gß@—w)— Di; 
wa — Aı (w—u) + Bi (w—v) — Dı 
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Daher die Coordinaten einer Ebene, welche «, v, w parallel 
durch die Mitten der von den beiden andern auf den Axen ge- 
bildeten Abschnitte geht, &, n, &: 


_ W-+mwm: m+w, _wı + wa 
er ga 
Also: 
25—=(B-+ Bi) (u —v) + (C++ Ga) — w)— D—Dı 
27 =(A+ A)W— u) +(C+ Ga)w—w)— D—Dı 
2° —=(A-+ Aı) (w— u) + (B+ Bi) (w— v)— D—Dı 
Eliminieren wir aus diesen Gleichungen die Grössen: (u — v), 
(u — w), (v — w), so erhalten wir: 
(AH A)E+(B+ B)nt(C+0)E+D+D=0. 
Wenn also Z=0 und M=0 die Gleichungen zweier Punkte 
in der Normalform sind, so ist die Gleichung des Mittelpunktes 
ihrer Verbindungslinie : 
L+-M=0. (2) 
Allgemein ist die Gleichung des Mittelpunktes der Verbindungs- 
linie der beiden Punkte: 
Au+-Bv+Cw+-D=0 un Au+ Bv+ Gw-+D=0, 
wenn diese Gleichungen nicht die Normalform haben‘: 
Au+Bv-+t ER RA Au+Bev+CGw-+Dı 
A+B-+Cc Aı -+ B+ Cı IE 
Ebenso, wie vorhin, bestimmt man die Gleichung des in der 


Richtung der beiden Punkte L=0, M=0 liegenden unendlich 
fernen Punktes zu: 


0.. (3) 


L—M=0, (4) 


wenn Z und M die Normalform haben. 


Harmonische Teilung. 


Die beiden Punkte L=0; M=0 seien, wie oben, durch ihre 
Normalform gegeben. Man bestimme auf der Verbindungslinie 
diejenigen beiden Punkte, welche die endliche Strecke zwischen Z 
und M nach dem Verhältnisse 1:+ 4 teilen. 

2 
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Legt man wieder durch Z=0, M = 0 die parallelen Ebenen 
zu der willkürlichen Ebene (%, v, w), so ist, wenn die Coordinaten 
der durch den gesuchten Punkt gelegten Ebene mit 5, n, & be- 
zeichnet werden: | 


LESEN SEAN. aa 
en ee 


und man findet in derselben Weise, wie in dem vorher behandelten 
Spezialfalle, als Gleichungen der beiden gesuchten Punkte: 
M-+1\L=0 
M—-AL=0O 
Die durch (4) repräsentierten Punkte trennen die gegebenen 


Z=0 und M=0 harmonisch. Sind Z=0 und M=0 nicht in 
der Normalform gegeben, so hat man an Stelle von (4) 


Au+Bv+Cw+D_7 


(4) 


ter Ark ah , 

| A—+B-+ 06 A+BH+C Br 

BU TER FT OU TDT AurBv+CuwurD_, (5) 
A-+ Br + Cı A+B-+( N 


als die Punkte, welche Au+ Bv+CGw-+D=0 und Au- 
Bv-+ Cw-+ D=0 harmonisch trennen. 


Bestimmung des Abstandes eines gegebenen Punktes 
von einer gegebenen Ebene. 

Der Punkt P habe die Gleichung: Z=4u+Bv+ Cuw+ 
D=0, die Ebene die Coordinaten %, vo, wo. Eine durch den 
Punkt P gehende zu der gegebenen parallele Ebene schneidet auf 
den Axen ein Stück: 


.4w+Bw-+(Cwo- D 


Ya: ABA 


ab nach Seite 15. 

Wir ziehen nun von / die Parallele zu den Axen bis zur 
Ebene (uo, vo, wo) = d und fällen von P ein Lot auf die Ebene 
(%o, vo, wo) —=p. Verbinden wir nun die Fusspunkte dieser beiden 
Linien in der Ebene «o, vo, wo, So schliesst diese Verbindungslinie 


19 


mit der von P aus zu den Axen parallel gezogenen einen Winkel 
a ein, welcher = 90 — g (Seite 8) ist. Nun ist p =d.sin e—= 
d.cosg. Nach Seite 8 ist aber: 


rt Vu? v0? + we — w vo — Un wo — vo wo 
tg ee a a De a a ee 
| a\ 3 
Hieraus folgt: 
aV3 
08 p— _ 
i V3a?-+ 4[u0?-+ vo? + wo? — un vo — U wo — vo wo] 
also: 


m d.aV3 
 V3a?+4[u0®+ v0? + 100? — u vo —uo wo — vo wo] 
(Au + Bvo+ Cwo-+D)a\ 3 ud 


Eur (A+ B-+ 0). V3a? + 4 [uo?+vo?+ wo? —uovo —uowoe—vowo] 

Gehört der Punkt L=0 der Ebene (wo, vo, wo) an, so ver- 
schwindet Auwo— Bvo+Cwo--D und also auch p. In allen übri- 
gen Fällen hat p entweder das positive oder das negative Vor- 
zeichen. Setzen wir fest, dass der Quadratwurzel: 


3a? 4[uo? + vo? + 02 — uo vo — Uo wo — vo wo] 


immer der positive Wert erteilt werden soll, so entsteht die Frage, 
für welche Ebenen (to, vo, wo) p einen positiven, für welche einen 
negativen Wert annimmt. 

Verschieben wir die Ebene (%o, vo, wo) parallel mit sich selbst, 
so dass sie die Coordinaten vo + x0, vo + xo, wo + xo erhält und 
bezeichnen den Abstand des Punktes P(ZL=0) von der neuen 
Ebene mit pı, so ist: 


 (4uo + Bvo-+ Cwo+D)aV 3 +(A+B+O)m.a.\3 
(A+ B-+ O)V.30? + 4 [uo? + vo? + wo? —uvo— uowo —vowo] 


Bien A+B+C 
Au: p rn oe 


M=— 


Für © =0 wird p=pı, wie zu erwarten war. 

__ Auo-+- Bvo + Cwo + D 
A+B+C 

d pag. 15) wird pı =0 und die parallele Ebene geht durch den 


IF 


Bir — 


(siehe den Ausdruck für 
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Punkt Z=0. Lassen wir x, in derselben Richtung weiter wachsen, 
so wird 3 negativ. Daher haben parallele Ebenen, welche durch 


den Punkt L=0 getrennt werden, entgegengesetzt gerichteten Ab- 
stand von diesem Punkte. Dreht man also eine Ebene in stets 
gleichem Abstande um Z=0 herum, so ändert p sein Vorzeichen; 
es muss also irgendwo ein Zeichenwechsel stattfinden. Dies ist 
aber nur beim Durchgang durch das Unendliche möglich, da die 
Ebene nicht durch Z=0 geht; also der Durchgang durch Null 
ausgeschlossen ist. Unendlich wird aber p nur für unendlich grosse 
Werte der Coordinaten, also wenn die sich drehende Ebene einer 
der Axen parallel wird. 

Das oben Gefundene können wir in folgendes Resultat zu- 
sammenfassen: 

Für alle Lagen einer Ebene, in welche dieselbe gelangen kann, 
ohne durch den Punkt Z = 0 hindurch zu gehen, oder den Axen 
parallel zu werden, hat p dasselbe Zeichen. | 


Gleichung der Kugel. 


Lassen wir in der Seite 19 für den Abstand eines Punktes 
von einer Ebene gefundenen Gleichung p constant und %, %y %o 
variieren, so erhalten wir eine Fläche, welche von allen den Ebenen 
eingehüllt wird, die von einem festen Punkte gleichen Abstand 
haben, d. h. die Gleichung der Kugel. Dieselbe lautet also: 


PAHBH OP? +t9024 Alu mar 02 u 
3a°(Au+ Bv-+Cw-+D)? 


Darin ist » der Radius; Au+ Bvo+ Cw-+D=0 der Mittel- 
punkt. Nehmen wir zur Vereinfachung der Gleichung p=e= 


v8 (eo — Radius des dem gleichs. Fundamentaldreieck einge- 


schriebenen Kreises, a des As=1.) und als Mittelpunkt den Mittel- 
punkt des gleichseitigen Dreiecks X YZ dessen Gleichung ist: 
u+v+w=0, so geht die Gleichung der Kugel über in: 


„u.v4v.w-+u.w = 3.0%* 
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Es ist dies die Gleichung der Kugel, deren Mittelpunkt mit 
dem des Dreiecks X YZ zusammenfällt und die von den durch 


die Axen gelegten Ebenen berührt wird. 


Entfernung zweier Punkte von einander. 
Die Gleichungen der beiden Punkte seien in der Normalform 


gegeben: 
L=Au+ Bv+CGw+D=0 
M=Au+Bbv+Gbw-+4D=0 
At BB raG=1l;, ae B+0G-—1) 


Nach Seite 7 erhält man für w:w, = %:wy = 0; wy = &© die 
Ebene der Axen uv. Die Abstände der beiden Punkte (pı und p») 
von dieser Ebene sind also nach Seite 19: 
Me ONE SIE n.a\ 
Legen wir durch L=0 und M=0 Ebenen senkrecht zu den 


Axen, indem wir u=v=w Setzen, so erhalten wir: 


je Di dehnr 
Fe Aı+Bı+C a 
X — Da, folglich: 


gern, 
dı — da—= Da — Dı 
s? — (pa — pı)? + (dı — da)? (nach Fig. 10.) 
s?— (& — C1)? 3a? + (Da — Dı)? 
er \(Gı — 02)?.3a? + (Di — Da)? 


Man bestimme die Coordinaten einer Ebene, welche durch die 
Punkte 
L=4u-+ Bıv+Cıw+ Dı = 0 
M=Au+Bv+OGbw+D=0 


geht und zu der Ebene (xı, vı, wı) senkrecht ist 
Die Aufgabe ist gelöst, wenn man u, v, w aus folgenden 3 


Gleichungen bestimmt; 
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Au+ Bv-+OGw+D=0 
Au+ Bv+Gw+D=0 
| u? ?-wı mr —mwı — vi] [W+V?+w—w— uw—vw] = 


+ 99% 


(Vergl. Seite 10.) 


Zweiseitigkeit der Ebene. 


Wie schon Seite 20 hervorgehoben wurde, bietet sich beim 
Durchgang durch das Unendliche ein Zeichenwechsel für den Ab- 
stand eines Punktes von einer Ebene dar. 

Der Abstand der Ebene «,, %, w, vom Punkte Au+ Bv-+ 
Cw-D=0 wurde dem absoluten Werte nach bestimmt als: 


Ei (Auo + Bo + (wo + D)aV3 
= (A+-B-+0C) \3a?-+ 4 [02 -+ vo? -+ wo? — Uovo — Uowo — vowo] 


pP 


Halten wir nun «,, v, fest und lassen w, durch lauter positive 
Werte ins Unendliche wachsen, was geometrisch einer Drehung der 
Ebene (,, ©, w,) um die in der vv Ebene durch die Coordinaten 
üg, v9) bestimmte Gerade, bis zum Zusammenfallen dieser beiden 
Ebenen gleichkommt, so erhält man: 


u AO 
PZATBEC 


(Die Drehung erfolgte gegen den Uhrzeiger, das Zifferblatt 
senkrecht zur uv Ebene nach der u Axe liegend gedacht.) 

Lassen wir aber w, durch lauter negative Werte unendlich 
werden, so wird der Zähler des obigen Bruches mit — CaV3 
übereinstimmend und, da die Wurzel im Nenner nach früheren 
Festsetzungen positiv bleiben soll, so finden wir nun: 


CN 3 
2 AB 


als Abstand unseres Punktes von der vv Ebene. (Die Drehung 
erfolgte diesmal mit dem Uhrzeiger.) Lassen wir beidemale die 
Ebene von derselben Lage aus ihre Drehung beginnen und unter- 
scheiden an derselben zwei verschiedene Seiten (— bei der Geraden 
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von Schwering „Ufer“ genannt —), so finden wir, dass sie in der 
Endlage als u» Ebene dem Punkte verschiedene Seiten zukehrt. 

Dieselbe Anschauung ergibt sich auch bei der Betrachtung der 
in einem Sinne. fortgesetzten Drehung. Möge die Ebene „e“ sich 
um eine Gerade MN drehen und von einer Lage ausgehen, wo 
sie durch den Punkt 5 geht. Nach einer geringen Drehung hat 
der Punkt 5 von der Ebene einen gewissen Abstand, der sein 
Vorzeichen nicht ändert, bis eine Drehung um zwei rechte Winkel 
erfolgt ist. 

Dann wird eine Zeichenänderung eintreten, und die Ebene 
kehrt dem Punkte jetzt die „Gegenseite* zu. 


Die Kugel. 


Die Gleichung der Kugel, welche mit dem Radius p um den 
Punkt 


L=Au+Bv+(v+-D=0 (1) 
beschrieben wird, lautet in Liniencoordinaten (Seite 20): 


p(A+B+O[30’+4W +V?+w’— ur -uw—vw])— 
—3a?(Au+Bv+(lw-+ D) (2) 


Also wnın A+ B+(=]1 


pl3a +4 +V’+w—uv— uw—vw])— 
—=3a?(Au+ Bv+Cw+ D) (3) 


Stellen wir mit dieser Gleichung die Gleichungen zweier Punkte: 


M=Au+Bov+Gw+DM=0| (a) 
M = Aut BovtGuw+D=0/ | 


zusammen, so erhalten wir im Allgemeinen zwei Wertsysteme uı, 
vi, wı und ua, v2, wa, welche die Gleichungen (3) und (4) gleich- 
zeitig befriedigen. Diese Ebenen (u, vı, wı) (us, v2, wa) gehören 
sowohl den Punkten Mı und Ma (d. h. ihrer Verbindungslinie) als 
auch dem Tangentialebenencomplexe von (2) an. Wir erhalten also 
die Lösung der Aufgabe: Durch eine Gerade-(Mı, Ma) an eine 
Kugel die Tangentialebenen zu legen. Da nun die Auflösung der 
Gleichungen (2) und (4) zu einer quadratischen Gleichung führt, 
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so kann man durch eine Gerade an eine Kugel im Allgemeinen zwei 
Tangentialebenen legen; die Kugel ist also eine Fläche zweiter 
Olasse. 

Ist die Gleichung einer Fläche vom nten Grade in Ebenencoor- 
dinaten, so lassen sich an dieselbe durch eine Gerade n Tangen- 
tialebenen legen. Man nennt eine solche Fläche eine Fläche, nter 
Olasse. 


Gleichung des Berührungspunktes einer an die Kugel 
gelegten Tangentialebene. 


In cartesischen Coordinaten ist die Gleichung einer Berührungs- 
ebene an eine Fläche: Fix, y, 2)=0 dargestellt durch die Glei- 
chung: 


aF ar af Bu 
mem, etz 
Ersetzt man &, y, 2 durch u, vı, wı (Coordinaten einer Be- 
rührungsebene) und 5, », £ durch die willkürlichen u, v, w, so er- 
hält man, indem man die Begriffe Punkt und Ebene vertauscht, 


als Gleichung des Berührungspunktes einer Tangentialebene (w, vı, 
wı) mit einer Fläche F (wu, vi, wı) = 0 die Gleichung: 


2 ua) +27 w— vi) + wm) — 0 
Für die Kugel wird: 
Fu, vs,w)=wmwu +4 ww tuw—30— 
Also: 
m Fm)a— u) + (m +w)@— u) + (m + v)(w — wm) —0 


vs +uvt ww www Tuw— 


— 2 (u vı + vıwı + u wı) = 60? 
oder 


D) (v1 a wı)U u (u - wı)v 2 (u —— vı) w REN 0° 
(Gleichung des Berührungspunktes, 
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Transformation der Coordinaten auf ein parallel ver- 
schobenes System mit Beibehaltung der Fundamental- 
ebene (Fig. 11). 

Die wv Ebene sei um die Strecke 7 verschoben 
n vw ” » ” ” ” & ” 


uw 
” p}] ” ” ” 
Ist aı die Seite des neuen TUT T REN so folgt aus 


Fig. 11: m =a+AB+CD 
2 28 — 
AB—=\d ZA); (8°— 78-7?) a] er L 
= 2 Een 
CD—=\d?—y— VEN I u = (e-3)= Hm 


28—2y+2e _ aV3 +2 +P—7) 
aM —=4-+ = —. 
Mi v3 
Sind u, v, w die Coordinaten einer Ebene in Bezug auf das 
alte System. 1, vı, wı in Bezug auf das neue; X, y, 2, p, 9, r die 
in den mit diesen Buchstaben bezeichneten Punkten errichteten 
Senkrechten bis zu der gegebenen Ebene, so bestehen folgende Be- 
ziehungen: 


RE ee (1) 
EM 2y NAD 20a N 28 
Ka aa. Um u \V8' mov Vs 2 
my .27...2—- wm .,..20 , w—r . 2B (2) 
Be rw aoy 3. Man NV 3; 
Aus den Gleichungen (2) folgt: 
ln. 2er ee) up lm), „, 
avV3 li, rs 


le 
, aV3 ai 


2) Peui 9 N ne m) +wı; > + wı 


Setzt man nun zur Abkürzung: aı VEe—aV3 + 2 (a+ß—y) 
—m und die Werte (3) in Gleichung (1) ein, so erhält man zur 


Bestimmung von %, v, w folgende 3 Gleichungen: 
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2y (m — wı) + mu — mu PB 2a (m —wı) + mwı—mw — ß 


mo — 3y (vı — wı) — mu  a’a (wı —vı ) + mvı —mv a: 
BR ee (4) 
mu— 2 -u)— mu _Y 
mw — 2 (vı — wı) — mwı  @ 


Aus den Gleichungen (4) ergibt sich dann: 
_ .% (2y — 28 + m) + vı 2 — wı 2Y 
IR m 
_ a(y — 2a + m) + uı 2e — wı 2Y K 
= ‚ (8) 


_M 2a + vı 28 — wı (2a + 28 — mM) 


mM 


Die Gleichungen (5) drücken die alten Coordinaten durch die 
neuen aus. Umgekehrt kann man nun aus diesen Gleichungen neue 
herleiten, in welchen die neuen Coordinaten durch die alten ausge- 
drückt sind. 

Fürre = P$=Yy==0, wird natürlich; v au so zu 

Füre=f=0 erhält man: 


_wa\V 3 —wı2y, vaV3 —wı2y, 
9 vz Br u 
aV 3 — 2y aV3 —2y (de) 


w— wi 


Flächen im Allgemeinen. 


Die Tangentialebenen, welche eine Fläche längs ihrer Schnitt- 
linie mit der Ebene ıı, vı, wı berühren, sind gegeben durch die 
Auflösungen der Gleichungen: F (u, v, w) =0 und 


ufua tur», 1m Foot Fı=0, 


wenn t eine Variabele bedeutet, welche man einführt, um die Flächen- 
gleichung homogen zu machen und welche man alsdann gleich Eins 
setzt. 
Die Gleichungen: uv=w— k 
v=w—kı 
stellen eine unendlich ferne Gerade dar, also die Gesund der 
Ebenen, welche durch diese unendlich ferne Gerade hindurch gehen, 
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d. h. alle zu ein und derselben Ebene parallel sind (ein Parallel- 
ebenenbüschel). Jede der beiden Gleichungen für sich stellt einen 
unendlich fernen Punkt (oder die Gesamtheit der durch diesen 
Punkt gehenden Ebenen) also eine bestimmte Richtung dar; durch 
beide Gleichungen wird also eine Ebene nach ihrer Stellung (Staudt) 
bestimmt. Durch die Auflösung der Gleichungen: 

F (u, v,w) =0 

u=w-—k 

v—=w— kı 
erhält man also alle Tangentialebenen an die Fläche F'(w, v, w) 
— 0, welche zu einer Ebene parallel sind. Die Anzahl dieser 
Tangentialebenen ist natürlich gleich dem Grade der Flächenglei- 
chung: F(u,v, w) —=0. 


Bestimmung der Tangentialebenen an eine Fläche, welche 
parallel zu den Coordinatenebenen gehen. 


Hülfssatz: F (uw v, w)=0 sei eine allgemeine Gleichung 
mten Grades. Man kann dieselbe folgendermassen schreiben: 


0 — Anwm + wm—1 (Bau + Biv + Bo) + wm—2 (Osu? + Orv? 4 
+ Gw+ Ou+0Ov +0)+..:....2.2.2... = 
—+ (Pmum + Qmum + Pm—tum—1v + Qm—1vum—1.u +....+ P) 


Dividieren wir durch wm, so erhalten wir: 
0= 4h- (Bau -- Bıv—+ Bo) + - (Gu? + Av? + GuV + 


+64 +00 +0)-+ I I e + 
+ IN (Pmum + Qmvm + Pm—1um—1.v9 + Qm 1vm—1.u-+..- Po) 


wm 


Wenn nun die vv Ebene Tangentialebene an die Fläche sein 
soll, so müssen ihre Coordinaten die Gleichung der Fläche befrie- 
digen. Die Coordinaten der wv Ebene sind aber nach Seite 7: 
w—=v—k (k eine beliebige Constante); N sollen diese Werte 
der obigen Gleichung genügen, so muss: 

A, =0 sein, 
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d. h. soll die «v Ebene Tangentialebene an die Fläche sein, so 


muss der Coeffizient der höchsten Potenz von w Null sein. Umge- 
kehrt: 


Wenn der Coeffizient der höchst. Potenz von w Nullist, so ist die vv 
„ » „ » n) n „9% nm naar 


)) ” ” ” n u R}] ” ”„ ”» ” vw 


Ebene Tongentialeben: an Es Fläche. 


Es seien jetzt die der u» Ebene parallelen Tangentialebenen- 
an die Fläche zu bestimmen. 


Die Gleichung der Fläche sei: 


0—= Anwm + wm—1(Bau—+ Biv—+ Bo) + wm —2 (G u? + GV? + 

+Gw+OGu+(v+0)+....... - 

= (Pmum — (mvm + Pm-1um—1.v -F Qm—1vm—1.u -- .... -- Po) 
Behalten wir die w Axe bei und verschieben die u» Ebene 


parallel mit sich selbst um das Stück y. Wir erhalten alsdann 
durch Anwendung der Formeln: 


MN Bnandy saV\3 —wıy. 
a et a\ 3 — 2y 


‚, w—=wı (de 8. 26) 


als Gleichung der auf das neue System bezogenen Fläche die fol- 
gende: 


0 — Anwım: m—1| B; mav3 —wı2Y 5,3 —wı2y B | 
owım + wı | NEE, +B Anja + Bo I+ 
+ wım—2 R Kane N Au, er. 
av 3 —2y a 8 —2y 
% \V 3 —wı2y waV 3 —wı2y 
Q I 3 Al ar 3. I E3 
Ne Na 
a IE a 
n av 3: 3 —2y n i sr Es 
er V3 —wı2y nr 
p, en 3 Ze)" je 3- en Ss 
+ aV 3 A a3 —y I | 


Bestimmen wir nun y so, dass die neue %ı vı Ebene Tangen- 
tialebene an die Fläche wird, so müssen wir nach dem Vorher- 
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gehenden den Coeffizienten von wım gleich Null setzen. Wir er- 
halten also folgende Gleichung: 


Art (B EB) ee 


Yy—al 3 
BR) Ds 2 N +. (Pn+ On + Pn-1+ 
LEE ME, 
en. ) Kranz 75) —0 


eine Gleichung mten Grades in y, deren m Wurzeln yı, ya... .. 
ym ebensoviele mit der 4 vı Ebene parallele Tangentialebenen 
der Fläche bestimmen. Bei einer Fläche mten Grades können also 
m (reelle) Tangentialebenen existieren, welche zu einer Coordinaten- 
ebene parallel sind. 


Anwendung auf die Flächen zweiter Classe. 


Die allgemeine Gleichung 2. Grades in diesen Coordinaten 
lautet: 


Auw-+ Bv?+Cw?+2Dw -+-2Euw +2Fvw+ Gu- 
+ Hv+ Iw+ K=0 

Durch geeignete Wahl des Coordinatensystems kann man dieser 
Gleichung eine einfachere Form geben. Zu diesem Zweck behalten 
wir zunächst die Fundamentalebene bei und beziehen die Fläche 
auf ein neues parallel verschobenes System, dessen Ebenen 
Tangentialebenen an die Fläche sind. Wir wenden die Formeln 5 
pag. 26 an; nachdem wir in dieselben für m seinen Wert m = 


aV 3 +2(@a-+ 8—y) eingesetzt haben. 
E _ula\ 3 +20) +v12B—wı2y u 2a-vı (aV 3 +2B)—wı 2y 
aV 3 lat) av 3 +04 P—y) 


_ u 2a-+vı 9B—wı(laV 3 +2y) 
a\ 3 +2(a+ß—y) 


W 


und setzen die Ooeffizienten von uı?, vı?, wı? = Null; 
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A(aV 3 -+20)?+ B4a?+C4a212D(aV 3 4 20)2a-2ElaV3 + 
— 2e)2a +2 F4o? — 0 
A4ß2-+B(aV 3 +28)24-C4B2+2D(aV 3 +26)2B-+2 E42 I 
+2 FlaV 3 +2P)28 — 0 
A4y?-+B4y?4-Cla\ 3 +2y)?4+2.D4y?-H2.Ela\V 3 +2y)2y + 
+ 2. FlaV 3 +2y)2y = 0 
geordnet: 


aa B-1012D-12E 2) || 403 (A4D4-B) H-A302=0 a 


o|acaH B+C12D-+3E- or) ]+r] 40V (B+D+P) |+-B3a2=0 BA) 


„4442 LC19D-A42E Erlen. (CH B+M) |+0302=0 y 


Die Entfernungen der mit den Coordinatenebenen parallelen 
Tangentialebenen an die Flächen 2. Classe von diesen Coordinaten- 
ebenen sind demnach die respekt. Wurzeln der Gleichungen (1, @y). 


Discussion der Gleichungen (1) «, ß, y- 


Der Coeffizient des quadratischen Gliedes in allen 3 Gleichungen 
ist derselbe. Wird dieser: A+B+C0+2(D+E+PA)=0, so 
hat jede der 3 Gleichungen eine Wurzel, welche unendlich gross 
wird, d. h. zu jeder Coordinatenebene gibt es eine parallele Tan- 
gentialebene an die Fläche 2. Classe, welche im Unendlichen liegt. 
It A=0, so ist eine Wurzel der Gleichung (1«) gleich Null, 
d. h. die vı wı Ebene ist Tangentialebene an die Fläche; die der 

a aV3 (A+D+E) 
anderen Wurzel: e = — ATBLOLI(DLEFF 
chende Tangentialebene liegt nur dann im Endlichen, wenn der 
Coeffizient von «? von Null verschieden ist. It AHD+E=0, 
so erhalten wir zwei gleiche entgegengesetzte Wurzeln für «, d.h. 
es gibt zwei Tangentialebenen parallel der vw Ebene an die Fläche, 
welche von dieser Ebene gleichweit entfernt sind, Der Mittelpunkt 


entspre- 
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der Fläche muss also in diesem Falle auf der vw Ebene liegen. 
Ist die Diseriminante der Gleichung 1a: D?+E?+2 DE—AB 
— AC—2AF=O0, so erhält man zwei gleiche zusammenfallende 
Werte für «, d. h. die diesem Werte von « entsprechende Tangen- 
tialebene an die Fläche ist eine Asymptotenebene. Analoge Be- 
trachtungen gelten für die Gleichungen 1% und 1y. Ist gleich- 
zeitig A=B=(=0, so sind die 3 Coordinatenebenen Tangen- 
tialebenen an die Fläche; ausserdem die 3 Ebenen, welche von den 
ursprünglichen Coordinatenebenen die Entfernungen: 


in... 20 nie m 
har RE ch 
an wa 


haben. Eine solche Fläche hat dann die Gleichung: 
2 Dumwi +9 Euiwiı +2 Fviwı + Gwu + Hvı - wı + K=0 


Diese Gleichung lässt sich dann in folgender Weise noch weiter 
vereinfachen: Wir behalten die Tangentialebenen als Coordinaten- 
ebenen bei und verschieben die Anfangspunkte X YZ auf den Axen 
so dass die linearen Glieder wegfallen. Zu dem Zwecke setzen 
wirt: m=uı 49; u =vı+tg; ww=wı-+r und bestimmen p, 
q, r so dass die Coeffizienten von wi, vı, wı gleich Null werden, 
Man wird dann im Allgemeinen auf ein System kommen, dessen 
Coordinatenebenen auf der Ebene des Fundamentaldreiecks nicht 
mehr senkrecht stehen. Die Flächengleichung nimmt dann folgende 
Form an: 


Dwiwi + Ewiw'i + Fviwiı — M=0 


Natur der Flächen zweiter Ulasse. 


Betrachten wir wieder die allgemeine Gleichung 2. Grades und 
untersuchen, wie man an der Beschaffenheit der Coeffizienten die 
Natur der Fläche erkennen kann. 


Au? + Bv? + Ow? + 2.Duv + 2Euw + 2Fvw + 2@Gu + 2Hv + 
e 2lhulsE Ki 0 (1) 
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Die Stellung einer Ebene ist bestimmt durch die Gleichungen: 
2) u=w—k; v—=w-—kı. Verbinden wir diese Gleichungen mit 
der Gleichung (i) der Fläche, so erhalten wir die zu der gegebenen 
Stellung parallelen Tangentialebenen. Die » dieser Tangential- 
ebenen sind dann gegeben durch die Gleichung: 


Aw —k)?4 B(w—kı)?+0w?+2 D(w—k)w—kı) + 2Ew—k)w + 
+ 2Fw—kı)w+2 !(w—k)+2 Hw—kı)+2Iw+K=0 oder: 
(A-+B+C+2D-+2E+2Fw2+2[—(A4-D-A+E)k-(B+D+ 
+ F)ı+G+ H+I]w+ Ak?4 Biı?-42 Din —2Gk-—2Hkı 4 (3) 
+20 


It (A+B+C0+2D-+2E-+2F)=0, so wird eine der 
Wurzeln w unendlich, einerlei, welchen Wert k und %ı haben. 
Eine der beiden Tangentialebenen, welche der gegebenen Ebene 
parallel laufen, rückt also ins Unendliche, d. h. die Fläche hat 
keinen endlichen Mittelpunkt. Die Bedingung: A+B-+0-+432D 
+2 E+-2F=0 charakterisiert also die beiden Paraboloide. Neh- 
men wir nun vorläufig einmal an diese Grösse sei von Null ver- 
schieden, so hängt die Realität der Wurzeln w ab von dem Zeichen 
des Ausdrucks: 


ka) —kKAHD+E)—k(B+DAF)+ G FE IPA 
+C+2D-+2E42F].| Al2+ Bia?42 Dkı—2Gk+2 Hk K] oder: 


Pk, kı)=k?|(D+-E)’— AIB+C+2F) + D+E)Y—B(A+CH 
+2&)]+2kkı[(A+E)(B+F)—D(C+D+E-+-F)]+2K (AD 
+EXH+D+-HB+C4+D+E+2F)]4+2kı[—(B+D4+-F\G+DF 
+H(A+C+D-+F-+2E)}H(G+H41)? -K[A+B-+042(D-+ 
ri 


Die Relation @ (k, kı)—=0 charakterisiert alle diejenigen zu- 
sammengehörigen Wertsysteme von % und kı, für welche die beiden 
Wurzeln » der quadratischen Gleichung (3) gleich werden, die 
beiden zu der entsprechenden Ebene parallelen Tangentialebenen 
also in eine zusammenfallen. Durch die Lösungen der Gleichung 
p (k, kı)—=0 werden sich also die Berührungsebenen des zu der 
Fläche gehörigen Asymptotenkegels ergeben. Dieselben sind für 
das Ellipsoid imaginär, für die beiden Hyperboloide reell, für die 
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beiden Paraboloide zerfällt der Kegel in zwei imaginäre oder reelle 
Ebenen. 


Gleichung des Asymptotenkegels. 


Nehmen wir an wir hätten zwei Wertsysteme 


_ f# a pri 
k= [re und kı — \R"ı (4) 
berechnet, welche der Gleichung 9 (k,kı) = 0 genügen, so bestim- 
men die Gleichungen 


OR Eh Bl 0 5 (5) 


eine Richtung, nämlich die Richtung der Schnittlinien der einzelnen 
Elemente der durch die Gleichungen (5) dargestellten Parallel- 
ebenenbüschel. Die Coordinaten der zu dieser Richtung gehörigen 
Diametralebene werden bestimmt nach Seite 35 — 36. Dieselben 
seien (u, vı, wı), So ist der Asymptotenkegel dargestellt durch 
folgende zwei Gleichungen: 


Au?+ Bv?+ Cw?+2Duv +2 Euw+2Fvw+2Gu- 
2 Hv+2lw+-K=0 und 
(u Atu Dt wE+ Qu+(m Du Btw F+ Hw+((®) 
+ (wmE+v F+wı C+ Dw+w@-+vı H+ wıl+ K=0 

Vergl. S. 26. 


Setzt man den Coeffizienten des » in der quadratischen Glei- 
chung (3) = Null, so erhält man ein System einer linearen und 
einer quadratischen Gleichung in k und kı, welches zwei reelle (oder 
imaginäre oder gleiche) Wertsysteme für %k und kı liefert, für welche 
die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung in w gleich Null 
oder Unendlich werden; d. h. man erhält entweder zwei reelle oder 
zwei imaginäre oder zwei zusammenfallende Asymptotenebenen an 
die Fläche, welche entweder durch den Punkt X gehen oder zu 
den Axen parallel sind. 


Beim elliptischen und hyperbolischen Cylinder gibt es offenbar 
nur solche Paare paralleler Tangentialebenen, welche zu den durch 
die Axe (oder eine Parallele hierzu) gehenden Ebenen parallel sind; 

3 
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beim parabolischen Cylinder rückt eine Ebene eines solehen Paares 
ins Unendliche. | 

Die Bedingung für das Zerfallen der Oberfläche II. Classe in 
zwei Punkte ist die, dass die Unterdeterminanten, welche Coeffi- 
zienten von A, B, C in der Determinante: 


sind, zugleich verschwinden müssen. 

Auf eine genauere Untersuchung der zwischen den Coeffizienten 
der allgemeinen Gleichung Il. Grades für die einzelnen Flächen II. 
Olasse bestehenden Beziehungen wollen wir hier, da dies zu weit 
führen würde, nicht eingehen. 


Gleichung des Mittelpunktes der Flächen zweiter Classe. 


Das w der Mittelebene der beiden zuu=w—k;v=w—kı 
parallelen Tangentialebenen ist gleich der halben Summe der Wur- 
zeln der Gleichung (3) pag. 32 in w: 


_ Ak+Bh+D(k+k)+ Ek+ Fa —(G+H+D 
ATBICt2(DFEIN 


Die zugehörigen u und v ergeben sich au: u=w—k; 
v—=Ww—kı. 

Eliminieren wir aus diesen drei Gleichungen die Grössen k und 
kı, so erhalten wir die Gleichung der Fläche, welche von dieser 
Mittelebene eingehüllt wird. Man erhält: 


(A+D+ Eu + (B+D-+Fw-+(C+E+Fw+(G+-H+D=0 


Dies ist die Gleichung eines Punktes. Die Mittelebene der 
beiden parallelen Tangentialebenen geht durch den Mittelpunkt der: 
Fläche und die Gleichung, welche wir erhalten haben, ist diejenige 
des Mittelpunktes. 

It A-B+C+2(D+E+M)=A+D Bun B+D 
+F-+ Ga E+F=0, so rückt dieser Punkt ins Unendliche, 
eine Bedingung, die wir schon früher fanden, 
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Ist die Gleichung der Fläche: Fu, v, w) =0, so ist: 
Fu+F% + Fv—=0 
die Gleichung ihres Mittelpunktes. 


Conjugierte Diametralebenen. 


Wir suchen die Stellung einer Ebene, welche conjugiert ist 
zu einer gegebenen Richtung, d. h. welche durch die Berührungs- 
punkte aller zu einer gegebenen Richtung parallelen Tangential- 
ebenen an eine Fläche geht. Durch die Gleichungen: 


w—u=k w—u—| 

BEE Eat 1) 
ist eine Richtung bestimmt. Die beiden Systeme von Gleichungen 
stellen jedes für sich ein Parallelebenenbüschel dar, beide zusammen 


bestimmen eine Richtung, die Richtung der Schnittlinier der ein- 
zelnen Elemente der beiden Büschel. 


Die Stellung der Diametralebene, welche zu dieser Richtung 
conjugiert ist, möge bestimmt sein durch die Gleichungen: 
w—u=k, w—v—=kı (2) 


so ist die Beziehung zu finden, welche zwischen %k, kı, I, lı, K' und 
k'ı besteht. Legen wir durch den Mittelpunkt der gegebenen 
Fläche: 


F(u,v, w) = Au? + Bv? + Ow? + 2 Dw + 2 Euw + 2 Fvw + 
+2Gu+2 Ho, +2lw+K=0 (3) 
eine Ebene, deren Coordinaten sind (u, vı, wı), So ist: 
Fu+Ffuüua+fFfu=0 (4) 


Diese Ebene schneidet die Fläche in einer Curve II. Ordnung, 
die Tangentialebenen, welche die Fläche in dieser Curve berühren, 
sind alle zu einer bestimmten Richtung parallel, sie schneiden sich 
in einem Punkte, dessen Gleichung ist: 


uFua-+tvE nt wF’w + Fit=0 (einPunkt im Unendlichen) (5) 


oder nach Gleichung 4: 
3*+ 
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(u— w) Fu +w— w)Faua-+ Fı=o (6) 


Nennen wir %k, kı, I, ı die Coeffizienten, welche die Richtung 
bestimmen, zu der diese Tangentialebenen parallel sind, so erhalten 
wir aus Gleichung (6): 


kFu+kFu=F' 
IFu+ lhFu= rt (u 
oder: 
k( Au + Dvi + Ewı + G@) + kı(lBvı + Dun + Fvı + H) = 
— Gu + Hu + lwı +K M) 


KAu + Dvı + Ewiı + G@)+ h(Bvi + Du + For + HD) = 
— G@w + Hvı + lwı +K 
Ist nun die Richtung der zu der gegebenen Richtung conju- 
gierten Diametralebene bestimmt durch die Grössen %’ und %ı und 
soll die Ebene (wu, vı, wı) diese conjugierte Diametralebene sein, 
so müssen folgende Gleichungen bestehen: 


AD En DI Dur 
+(@+- 24-20; (8) 
w—m=k; w—um=kı 
Hieraus folgt: 
„_ —&(@B+C+D+2P) +1 (B+D+F)— (G+B4+D) 
Bi A+B+C+2(D+E+F) 
U EA+D+ D—#ı (A404 D42E4P)— | 


durch denselben Nenner 


_K(A+D+E)+Kı(B+D+P)—(G+H+D 


durch denselben Nenner 


Setzt man diese Werte von %ı, vı, wı in die Geichunekh (7) 
ein, so erhält man 2 Gleichungen, welche zur Be von K 
und %'ı ausreichen. 


Eine Transformationsmethode. 


Wenn man in den Gleichungen eines in rechtwinkligen Coor- 
dinaten behandelten Problems x, y, z durch u, v, w ersetzt, so 
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gelangt man zu einem entsprechenden Satze in den behandelten 

Ebenencoordinaten. (Ein Beispiel hierzu bildet die Ableitung der 

Gleichung des Berührungspunktes Seite 24.) 

Die zu vergleichenden Systeme sind folgendermassen beschaffen: 
(Vergl. Seite 6.) 

Das rechtwinklige System besteht aus einem Anfangs- 
punkt OÖ, durch welchen 3 sich rechtwinklig schneidende Coordi- 
natenebenen gehen xy, &2, y2. 

Es werden gezählt die x auf der Schnittlinie von xy, x2 von O aus 
n N n » Y n n n ” xy, yz n N N» 
n n n » 2 N N b>] N x, y2 » n N 

Das Ebenencoordinatensystem besteht aus einer An- 
fangsebene o, auf welcher die 3 Anfangspunkte X, Y, Z liegen. Es 
werden gezählt 
Die « auf der Senkrechten in Z auf der Eb. o errichtet von Z aus 


N” ® n N N n Y Nn n N N n » X N 
» Wn nn n a n X 9 
Die Systeme stehen sich also folgendermassen gegenüber: 
Coordinaten des Punktes O: Coordinaten der Ebene o: 
SE RT AN UN. =, 
Gleich. der Coordinatenebene xy: Gleichung des Punktes X: 
en. Al), 
Gleich. der Coordinatenebene zz: Gleichung des Punktes Y: 
MAN WE. 
Gleich. der Coordinatenebene yz: Gleichung des Punktes Z: 
20. N, 


Dem Punkte A, welcher bestimmt ist durch die Coordinaten 
%ı, Yı, 2ı entspricht die Ebene a, für welche uv=a, v =yı, 
wı = 2ı Ist. 


Eine Ebene, welche den Winkel zweier gegebenen in 
einem bestimmten Verhältnis teilt. 


Wenn wir auf einer Geraden, welche zwei gegebene Punkte 


A und B verbindet, einen Punkt P annehmen, so dass ee ak 
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(wobei %k ein bestimmtes Vorzeichen hat), so sagen wir der Punkt 
P teilt die Strecke AB in dem Verhältnis % und wenn (m, yı, 21) 
(x, ya, 22) die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte A und B 
sind, so sind die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P: 

. ki u: Yır-ky, 0, 0 av 


1—k ’ oo l—k ’  1-—k 

Nehmen wir jetzt zwei Ebenen a (u, vı, wı) und b (ua, va, wa) 
bezogen auf unser System und schneiden sie durch eine Gerade, 
welche den Axen parallel läuft. A sei der Punkt, wo diese Gerade 
die Ebene a schneidet, B der Punkt, wo sie die Ebene d schneidet. 
Der Punkt P teile diese Strecke AB im Verhältnis k. Lässt man 
nun die Gerade AB varieren, indem man sie immer parallel zu 
den Axen lässt, so beschreibt der Punkt P eine Ebene p, welche 
durch die Schnittlinie der Ebenen « und 5 geht und deren Coor- 
dinaten sind: 


yo Ma, ES me‘ , _wı —kwa 
es BE 1—k 


Wir sagen nun analog mit dem Vorhergehenden, dass die 
Ebene » das System (a5) in dem Verhältnisse % teilt und drücken 


dies durch folgende Gleichung aus: FR —k. Wir sehen also: 
? 


Wenn der Punkt P die Strecke AB in dem Verhältnis %k teilt, 
so teilt die dem Punkte P entsprechende Ebene p den Winkel der 
den Punkten A und B entsprechenden Ebenen a und 5 in dem- 
selben Verhältnis. Wenn insbesondere k=—1 ist, so ist der Punkt 
P der Mittelpunkt der Strecke AB, ebenso wird dann die Ebene p 
den Winkel der Ebenen a und b halbieren. 


Parallele Punkte. 
Betrachten wir jetzt die Ebene a, deren Gleichung in recht- 
winkligen Coordinaten ist: Ac +By+ (2 + D=0 oder: 


Ps) 
z=mXcH+ a ein 


D 
na 


0: eo En 
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«, 8, y die Winkel des vom Anfangspunkte auf die Ebene gefällten 
Lotes mit den Axen.) 

Die Coeffizienten m und n bestimmen die Stellung der gege- 
benen Ebene. Alle Ebenen, in deren Gleichungen dieselben Coef- 
fizienten m und n auftreten, sind parallel. Ist nun A der dieser 
Ebene entsprechende Punkt, dessen Gleichung in unserem System 
sei: Au+Bvr+(w+D=0 oder: 


_— Z—— Zr —— b 
w=mutnv+p(m ar eure) 


so ist, wie wir Seite 12 gesehen haben, wenn wir durch den Punkt 
A und die Axe Y» eine Ebene eı legen und den Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der Verbindungslinie von Z und X „O “ nennen: 


und wenn wir durch denselben Punkt A und die Axe Zu eine 
Ebene ea legen und den Schnittpunkt dieser Ebene mit der Ver- 
bindungslinie von X und Y „M “ nennen: 


Alle Punkte, welche dasselbe » und n haben, liegen also auf 
derselben Parallelen (Schnittlinie der Ebenen eı und es) zu den 
Axen Xw, Yr, Zu und wir sagen analog dem Früheren von solchen 
Punkten, dass sie „parallel seien.“ 

Wenn man also auf einer gegebenen Ebene den zu einem ge- 
gebenen Punkt parallelen Punkt bestimmen will, so nimmt man den 
Schnittpunkt der durch den gegebenen Punkt zu den Axen Aw, 
Yo, Zu gezogenen Parallelen mit der Ebene. 


Winkelmoduli eines Punktes. 


Um die Eigenschaften von Systemen von Ebenen, in welchen 
Winkelbeziehungen vorkommen, zu übertragen, genügt es nicht zu 
wissen, welche Relation bei Punkten dem Parallelismus von Ebenen 
entspricht, man muss auch noch feststellen, welches gemeinschaft- 
liche Element zweier Punkte dem Winkel zweier Ebenen entspricht, 
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Zu diesem Zwecke führen wir nach dem Beispiele d’Ocagne’s al 
Begriff der „Winkelmoduli“ ein. 


Definition derselben: 
Gegeben sei der Punkt A durch seine Gleichung: 
Au—+ Bv +0w-+ D=0 oder: 
A B 
CO ©) 
Vom Punkte Y ziehen wir dann durch den zu A parallelen 


Punkt A’ in der Ebene 0 eine Gerade. Den Schnittpunkt dieser 
Geraden mit der Linie XZ nennen wir O,, so ist nach Seite 12: 


0X 
0Z 


[2 


v—mu+nv+-p(m =— 


N Zu — 


N hose: 


Zieht man durch den Punkt A’ und den Punkt Z eine Gerade 


und nennt den Punkt, wo diese die Linie XY schneidet M , so ist: 
MX 
Narren 
MY 


‘dd 


Durch die Mitte AR (Fig. 12) von ZX ziehen wir eine Parallele 
zu den Axen Zu und Xw und machen diese Parallele 


RIHR, nr ; 
so ist: 
0O,R a, 
Ban 0, X._0,B—XR 0, R-R8 N N; 
"y er OBER ö RHRS O,R on 
Ze 
190, 8R — 1 
WO SE-1’ 


da aber tg a ist, so kann man auch schreiben: 


7U 
{90 BR—4 N 
mu 2 =:9 (0,8% — 7) 
14190, 8R 19 | 


da aber ferner RS= RX, so ist; 
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IXSE=7, 


also: 
m—=tg(0 SR — XSR)=tgO SR. 


Ebenso erhält man aus Fig. 13: 
tg —tgM ‚SıR 
MX _ RS —RM, 1—-4M SıR RT ra a 


y 


MY Rs+M,R 144M SR 


TU 


1-19 ni tgM ‚SıR 
tg 7 —M Sı R) — tg (XSıRı — M SıRı) =tgM X —=.n. 


Die beiden Winkel O 8X und M, SıX bleiben dieselben für 
alle Punkte der Linie AA’, d.h. für alle Punkte, welche A parallel 
sind, und sollen „Winkelmoduli“ des Punktes A heissen. Der 
3. Winkelmodulus ergibt sich durch Division dieser beiden und hat 
die analoge geometrische Bedeutung. Die Punkte $ und Sı liegen 
fest und sollen Pole des betrachteten Systems heissen und die Ge- 
raden RS und Kı Sı die Polaraxen. 

Aus diesen Definitionen ergibt sich die Regel für die Con- 
struction der Winkelmoduli eines Punktes A. Man sucht den zu 
A parallelen Punkt A’ auf der Ebene O0 und zieht von den Ecken 
des Fundamentaldreiecks XYZ Transversalen durch diesen Punkt. 
Die Schnittpunkte der Transversalen mit den Gegenseiten verbindet 
man mit den Polen 8, Sı, 2. 

Aus dem Vorhergehenden folgt ferner, dass die Winkelmoduli 
eines Punktes gleich den Richtungscoeffizienten der ihm entspre- 
chenden Ebene in cartesischen Coordinaten sind. 


Winkel zweier Punkte. 
Die Gleichung einer Ebene in cartesischen Coordinaten sei: 


2 = mc + ny-+ pı j (1) 
so ıst: 
Boy cosai cospı 
a IN — 
cosp1 cosyi 


(1, ßı, yı Winkel des Lotes von O auf die Ebene mit den Axen). 
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Eine 2. Ebene habe die Gleichung: 


e=mc+my+p (2) 
COS«@ cos 
ma — 1: SURRN N Er ° Pa 
C0SYya c05Y2 


So gibt die Gleichung: 
C0OSW — C0Sc4 C0saa + Cosßı cosßa + COSYı COSYa (3) 


den Winkel der Ebenen (1) und (2) an. Es ist aber: 


a 1 
um aan auf A Term uErn um Asch Vm?’-+n?-+1 
Em #22 #1 
cosa2 — cosßa — — (OB 
Vma?-na2- 219211 1 \ma?-{n2?-+1  Nma?- ng? 21 1 


Setzt man diese Werte in Gleichung (3) ein, so erhält man: 


mıma + nı.na +1 


® 4 
NY ?tnı? +1. Vma’ns?+1 (4) 
Sind nun zwei Punkte gegeben durch die Gleichungen: 
w— mu + nv + pı | N 
ww mau + nav + p2 


so kann man analog dem Vorhergehenden sagen, dass der Winkel 
dieser beiden Punkte angegeben sei durch die Gleich.: 


m .Mm m.N 1 
BE: ı.m-+n.n 


 Vm?-nm21. Vms?+n221 


(6) 


Sollen die Punkte parallel sein, so muss: 


mma — nına +1 = \m’+n?-H. ie 
sein oder: 
(mına — mm)? + (m — m)” (m —m)”?=0. (MN 


Diese Gleichung ist aber nur dann erfüllt, wenn mı = ma und 
nı = na ist. Wir erhalten hier also dieselbe Bedingung für den 
Parallelismus zweier Punkte wie Seite 39. 
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Sollen die beiden Punkte (5) senkrecht zu einander liegen, so 
muss: 


mıma + nına + 1=0 sein. (8) 
Nach Fig. 12 und 13 ist nun: 
0,80,/ vor XsO,,/ ger XSO,; M ‚Sı M,; Er M ‚SıX 2 M ,‚SıX 
folglich nach früheren Gleichungen: 
ALLE Ale 2 SER A 
tg0, SO, nee 1 - Mıma I {gM, Sı M, Re, 


Bewegen sich nun zwei Punkte im Raume so, dass die Werte 
cı und ca constant bleiben, so ist (RS = d gesetzt): 


una 
m—m OR O,R 
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I OTRNOZR 


nı — Mm 
14 n.na (9) 


a1 ——— 
1-+ mı.. ma 


oder: 
RO, ? RO, = dcotgO „Si 0, (RO,/ 10% RO,) + 0 sy (10) 


Diese Gleichung sagt aber aus, dass die Punkte O, und O,/ 
mit den Punkten X und Z auf der Linie XZ zwei projektivisch 
zugeordnete Punktreihen bestimmen (so lange O, SO,‘ constant ist). 

Diese Gleichung können wir leicht auf die gewöhnliche Form 
der Verwandtschaftsgleichung, welche die projektivische Beziehung 
zwischen den Elementen der beiden einförmigen Grundgebilde aus- 
drückt, bringen, nämlich die Form: 


ah. db ci 240 (11) 
indem wir setzen: 
ie 0,X m Ma 0,X 
a 12) 
wird: 
Be Ne (13) 


7 9 “ 12! 7) r Lage2 


Setzt man diese Werte (13) in Gleichung (10) ein, so erhält 
man: 
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(14142) — et90, 80, Ta +M)a—M) —-A+MNA—R)] + 
+ (1—- MAN) 0, | (14) 
eine Gleichung, aus welcher man die Form (11) sofort ersieht. 
Liegen nun zwei projektivische Punktreihen auf derselben Geraden 
(wie hier), so ergeben sich ihre Doppelelemente, indem man A —=4 
setzt. 
Geschieht dies in Gleichung (14), so erhält man: 


(1 +42 +(1—A2=0; hieraus folgt: A=+Y 1 


Die . Doppelelemente der beiden projektivischen Punktreihen 
sind also imaginär. 

Eine analoge Betrachtung zeigt, dass auch die Punkte AM, 
M , mit den Fundamentalpunkten X und Y auf der Linie XY (so 
lange M SıM, | constant ist) zwei projektivisch zugeordnete Punkt- 
reihen bestimmen, deren Doppelpunkte imaginär sind. 

Nimmt man nun zwei Werte mı, nı beliebig an, so wird durch 
dieselben eine auf der Ebene des Fundamentaldreiecks (beispiels- 
weise im Punkte A’) senkrechte Gerade bestimmt. 

Aus den Gleichungen (9) ergeben sich dann, vorausgesetzt, 
dass die Winkel O SO,’ und M ,SıM,’ constant sind, zwei ent- 
sprechende Werte ma, na, welche eine zweite auf der Fundamental- 
ebene (beispielsw. im Punkte 4Aı’) senkrechte Gerade bestimmen. 


Aus (9) folgt nämlich: 


u m — 4 % nı — (2 
A 
1+- na 


1+m.ca’ 
d. h. die Elemente (Punkte 4’... bezw. Geraden) des einen Systems 
sind den Elementen (Punkten Ai’... bezw. Geraden) des anderen 
Systems eindeutig zugeordnet. 
In der Fundamentalebene entsteht dann Fig. 14. 
Es bestimmen dann die Punkte 


O 0, auf der Linie XZ mit den Punkten X u. Z 2 projekt. Punktreih. 


MM, win DAN ” n AU. 7, 2 n 
IN EN, n N n YZ n N n vo N 9 


ferner die Punkte A’ und Aı auf ihrer Verbindungslinie: 


I. mit den Punkten C u. B | EN 
Mia nk DR projektivische Punkt- 


Im a reihen. 
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Ueberhaupt bestimmen zwei auf den Senkrechten, welche man 
in A’ und Aı’ auf der Fundamentalebene errichtet, beliebig ge- 
wählte Punkte auf ihrer Verbindungslinie mit den Punkten, in 
welchen diese die Coordinatenebene schneidet, 3 Paare projekti- 
visch zugeordneter Punktreihen. 

Wählt man für mı, nı zwei andere Werte, so wird durch die- 
selben eine 3. Senkrechte zur Ebene des Fundamentaldreiecks (bei- 
spielsweise im Punkte 5’) bestimmt. Aus den Gleichungen (9) 
ergeben sich dann unter denselben Voraussetzungen, wie vorhin, 
wieder zwei entsprechende Werte ma, na, welche eine 4. auf der 
Fundamentalebene (beispielsw. im Punkte Bı’) senkrechte Gerade 
bestimmen. Für die Punkte B’ und Bı' gilt wieder der Satz, dass 
sie mit den Punkten, in welchen ihre Verbindungslinie die Seiten 
des Fundamentaldreiecks schneidet, 3 Paare projektivisch zugeord- 
neter Punktreihen bestimmen. Ueberhaupt bestimmen zwei auf den 
in B’ und Bı’ auf der Ebene des Fundamentaldreiecks errichteten 
Senkrechten beliebig gewählte Punkte auf ihrer Verbindungslinie 
mit den Schnittpunkten, in welchen diese die Coordinatenebenen 
schneidet, 3 Paare projektivisch zugeordneter Punktreihen. 

Die Linie B’Bı’ fällt im Allgemeinen nicht mit der Linie 
A’ Aı zusammen. Erteilt man den Grössen mı, nı immer neue 
Werte, so erhält man jedesmal zwei neue Senkrechte mit den be- 
sprochenen Eigenschaften. _ 

Wählt man nun die variabelen Werte mı, nı so, dass der 
Punkt 4’ sich längs einer bestimmten Curve bewegt, so beschreibt 
die in A’ errichtete Senkrechte eine Cylinderfläche, welche die 
Ebene des Fundamentaldreiecks in der gegebenen Curve schneidet. 
Der aus den Gleichungen (9) (unter der Voraussetzung, dass O, SO,’ 
und M SıM, constant bleiben) bestimmte entsprechende Punkt 
Aı' beschreibt dann ebenfalls eine bestimmte Curve, deren Gestalt 
durch die gegebenen Bedingungen bestimmt ist. Die in Aı’ errich- 
tete Senkrechte beschreibt eine entsprechende Cylinderfläche. 

Eine genauere Untersuchung der zwischen den beiden ebenen 
Systemen, welche beziehungsweise durch die Punkte A’ und Aı' 
bestimmt sind, bestehenden eindeutigen Verwandtschaft und der 
Analogie der behandelten Coordinaten mit den gewöhnlichen be- 
halten wir uns für eine spätere Arbeit vor. 
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